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Точнi нерiвностi типу Колмогорова
для неперiодичних функцiй на осi
Отримано точнi нерiвностi типу Колмогорова для неперiодичних функцiй на осi,
а також запропоновано застосування одержаних результатiв для розв’язання деяких
екстремальних задач для неперiодичних функцiй i сплайнiв на осi.
Ключовi слова: нерiвнiсть типу Колмогорова, норма, локальна норма, задача типу
Боянова–Найдьонова, неперiодичнi сплайни на осi.
Получены точные неравенства типа Колмогорова для непериодических функций
на оси, а также приложение данных результатов для решения некоторых
экстремальных задач для непериодических функций и сплайнов на оси.
Ключевые слова: неравенство типа Колмогорова, норма, локальная норма, задача типу
Боянова–Найдёнова, непериодические сплайны на оси.
We obtained exact inequalities of Kolmogorov type for non-periodic functions on
the real domain. The obtained results were applied to solve some extreme problems for
non-periodic functions and slines on the real domain.
Key words: inequality of Kolmogorov type, norm, local norm, problem of Bojanov–Naidenov type,
nonperiodic splines.
Нехай функцiя x ∈ Lr∞,∞(R) := Lr∞(R)∩L∞(R) . Для p > 0 визначимо величини
L(x)p := sup
{
‖x‖Lp[a,b] : a, b ∈ R, |x(t)| > 0, t ∈ (a, b)
}
,
||| x|||p := sup
{
E0(x)Lp[a,b] : a, b ∈ R, |x′(t)| > 0, t ∈ (a, b)
}
.
Твердження 1. Якщо r ∈ N, p ∈ (0,+∞], x ∈ W r∞,∞(R), а λ > 0 обрано так,
що
||| x|||∞ = ‖ ϕλ,r‖∞, (1)
то має мiсце нерiвнiсть
||| x|||p ≥ ‖ϕλ,r‖p . (2)
Доведення. Зафiксуємо довiльнi функцiї x ∈ W r∞,∞(R) i ε > 0. Нехай [a, b] —
вiдрiзок, на якому функцiя x строго монотонна i для визначеностi зростає, i такий,
що
E0(x)L∞[a,b] =||| x|||∞ − ε, (3)
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c− константа найкращого наближення звуження функцiї x на вiдрiзок [a, b] у
просторi Lp[a, b], тобто E0(x)Lp[a,b] =‖ x − c‖Lp[a,b]. Нехай z− нуль функцiї x1(t) =
x(t)− c на вiдрiзку [a, b], таким чином,
x(z) = c. (4)
Без втрати загальностi в доведеннi будемо вважати, що ϕλ,r(t) := λ−rϕr(λt + ar),
де константа ar вибрана так, щоб сплайн ϕλ,r(t) зростав на вiдрiзку
[− pi
2λ
, pi
2λ
]
.
Виберемо точки u1 ∈
[− pi
2λ
, pi
2λ
]
i u2 ∈
[− pi
2λ
, pi
2λ
]
, щоб
ϕλ,r
( pi
2λ
)
− ϕλ,r (u1) = x(b)− x(z), (5)
ϕλ,r (u2)− ϕλ,r
(
− pi
2λ
)
= x(z)− x(a). (6)
Iз (1), (3), (5) i (6) отримаємо ϕλ,r(u1)−ϕλ,r(u2) = 2ε. Iз (5) i (6) випливає, що для
будь-яких точок t1 ∈ [z, b], t2 ∈ [a, z] iснують точки y1 ∈ [u1, pi2λ ], y2 ∈ [− pi2λ , u2] такi,
що
ϕλ,r
( pi
2λ
)
− ϕλ,r (y1) = x(b)− x(t1), (7)
ϕλ,r (y2)− ϕλ,r
(
− pi
2λ
)
= x(t2)− x(a). (8)
За теоремою 3 з [1] (див. зауваження 1) маємо
| x′(ti)| ≤ | ϕ′λ,r(yi)|, i = 1, 2, (9)
при цьому
b− z ≥ pi
2λ
− u1, z − a ≥ u2 + pi
2λ
. (10)
Iз (5) — (9) випливають нерiвностi
x(b− s)− x(z) ≥ ϕλ,r
( pi
2λ
− s
)
− ϕλ,r (u1) ≥ 0, s ∈
[
0,
pi
2λ
− u
]
, (11)
x(a+ s)− x(z) ≤ ϕλ,r
(
− pi
2λ
+ s
)
− ϕλ,r (u2) ≤ 0, s ∈
[
0,
pi
2λ
− u
]
. (12)
Iз (4) i (10) — (12) маємо
||| x|||pp ≥‖ x− c‖pLp
[a,b]
=‖ x− x(z)‖p
Lp
[a,b]
=
=
bˆ
a
|x(t)− x(z)|p ds =
bˆ
z
|x(s)− x(z)|p ds+
zˆ
a
|x(z)− x(s)|p ds ≥
≥
pi
2λ
−u1ˆ
0
∣∣∣ϕλ,r ( pi
2λ
− s
)
− ϕλ,r (u1)
∣∣∣p ds+
pi
2λ
+u2ˆ
0
∣∣∣ϕλ,r (− pi
2λ
+ s
)
− ϕλ,r (u2)
∣∣∣p ds =
4
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=
pi
2λˆ
u1
|ϕλ,r (s)− ϕλ,r (u1)|p ds+
u2ˆ
− pi
2λ
|ϕλ,r (s)− ϕλ,r (u2)|p ds.
Перейдемо до границi за умови ε → 0. Оскiльки u2(ε) = u2 < u1 = u1(ε),
причому u2 зростає, а u1 спадає, то iснує така точка u ∈
[− pi
2λ
, pi
2λ
]
, що ui(ε) →
u, i = 1, 2. Тому в результатi граничного переходу отримаємо
||| x|||pp ≥
pi
2λˆ
− pi
2λ
|ϕλ,r(s)− ϕλ,r(u)|p ds =||| ϕλ,r|||pp .
Таким чином, нерiвнiсть (2) i твердження доведено.
Зауваження 1. Якщо функцiя f(t) монотонна на нескiнченному промiжку
(−∞, b), (a,+∞) або (−∞,+∞), то з умови ||| x|||∞ < ∞ випливає, що iснують
скiнченнi границi lim
t→−∞
f(t), lim
t→+∞
f(t) i тодi lim
t→−∞
f ′(t) = 0, lim
t→+∞
f ′(t) = 0. Тому в
теоремi 3 з [1] можна вважати вiдрiзок [a, b] як скiнченним, так i нескiнченним i
дати означенняf(−∞) := lim
t→−∞
f(t), f(+∞) := lim
t→+∞
f(t).
Теорема 1. Нехай r ∈ N, p > 0. Тодi для будь-якої функцiї x ∈ Lr∞,∞(R) має
мiсце нерiвнiсть
||| x|||∞ ≤ ‖ϕr‖∞
||| ϕr|||
r
r+1/p
p
||| x|||
r
r+1/p
p ‖ x(r)‖
1/p
r+1/p
L∞(R) . (13)
Нерiвнiсть обертається на рiвнiсть для функцiй виду x(t) = aϕλ,r(t + b), де
a, b ∈ R, λ > 0.
Цю теорему можна довести аналогiчно до теореми 4 з [1] за допомогою
твердження 1.
Теорема 2. Нехай r, i ∈ N, i < r, p > 0, q ≥ 1. Тодi для будь-якої функцiї
x ∈ Lr∞,∞(R) має мiсце нерiвнiсть
L(x(i))q ≤ L(ϕr−i)q||| ϕr|||αp
||| x|||αp ‖ x(r)‖1−αL∞(R) , де α =
r − i+ 1
q
r + 1
p
. (14)
Нерiвнiсть обертається на рiвнiсть для функцiй виду x(t) = aϕλ,r(t + b), де
a, b ∈ R, λ > 0.
Доведення. Зафiксуємо довiльну функцiю x ∈ Lr∞,∞(R). Внаслiдок однорiдностi
нерiвностi (14) можна вважати, що
‖ x(r)‖L∞(R) = 1, (15)
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тодi x ∈ W r∞,∞(R) . Виберемо число λ > 0 iз умови
||| x|||p =||| ϕλ,r|||p. (16)
З (13), (15), (16) випливає нерiвнiсть
||| x|||∞ ≤ ‖ϕλ,r‖∞. (17)
За теоремою 1 з [1] маємо
‖ x(i)‖L∞(R) ≤
‖ϕr−i‖∞
‖ϕr‖1−
i
r∞
||| x|||1−
i
r∞ ‖ x(r)‖
i
r
L∞(R), i = 1, 2, . . . , r − 1.
З останньої нерiвностi, застосовуючи (15) i (17), отримуємо
‖ x(i)‖L∞(R) ≤ ‖ϕλ,r−i‖∞, i = 1, 2, . . . , r − 1. (18)
Повторюючи мiркування, застосовуванi для доведення теореми 1 в роботi [2],
з (17) i (18) виводимо нерiвнiсть
L(x(i))q ≤ L(ϕλ,r−i)q, q ≥ 1. (19)
З (16) i (19) маємо
L(x(i))q
||| x|||αp
≤ L(ϕλ,r−i)q||| ϕr|||p
=
λ−(r−i)−
1
qL(ϕr−i)q(
λ−(r−i)−
1
p ||| ϕr−i|||p
) r−i+1/q
r+1/p
=
L(ϕr−i)q
||| ϕr−i|||αp
. (20)
З (15) i (20) випливає нерiвнiсть (14) . Теорему доведено.
Наслiдок 1. В умовах теореми 2 має мiсце нерiвнiсть
‖ x(i)‖L∞(R) ≤
‖ϕr−i‖∞
||| ϕr|||
r−i
r+1/p
p
||| x|||
r−i
r+1/p
p ‖ x(r)‖
i+1/p
r+1/p
L∞(R) .
Символом W будемо позначати клас неперервних, невiд’ємних i опуклих вниз
функцiй Φ, таких що Φ(0) = 0. Розглянемо задачу типу Боянова–Найдьонова [3]
βˆ
α
Φ
(|x(i)(t)|) dt→ sup, i = 1, 2, . . . , r − 1,
на класi всiх функцiй x ∈ Lr∞,∞(R) , якi задовольняють умови
||| x|||p ≤ B0, ‖ x(r)‖L∞(R) ≤ Br.
Побудуємо екстремальну функцiю, як у роботi [3]. Нехай [α, β] ⊂ R —
довiльний скiнченний вiдрiзок, r ∈ N, B0, Br, p > 0.
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1) Оберемо λ > 0 з умови B0 = Br‖ϕλ,r‖∞;
2) довжину вiдрiзка [α, β] подамо у виглядi
β − α = npi
λ
+ 2Θ, Θ ∈
(
0,
pi
2λ
)
, n ∈ N, або n = 0;
3) покладемо, ϕ[α,β],r(t) := Brϕλ,r(t+ τ), де τ вибрано так, що∣∣ϕ[α,β],r(α + Θ)∣∣ = ∣∣ϕ[α,β],r(β −Θ)∣∣ = Br‖ϕλ,r‖∞. (21)
Очевидно, що
∥∥∥ϕ(r)[α,β],r∥∥∥∞ = Br, |||ϕ[α,β],r|||p = B0,
ϕ[α,β],r−i(t) = Brϕλ,r−i(t+ τ + τi), де τi = pi4λ
(
1 + (−1)i+1
)
.
Теорема 3. Нехай r, i ∈ N, i < r, B0 > 0, Br > 0, p > 0, Φ ∈ W. Тодi для
довiльного скiнченного вiдрiзка [α, β] ⊂ R
sup

βˆ
α
Φ
(|x(i)(t)|) dt : x ∈ Lr∞,∞(R), ‖ x(r)‖L∞(R) ≤ Br, ||| x|||p ≤ B0
 =
=
βˆ
α
Φ
(∣∣ϕ[α,β],r−i(t)∣∣) dt. (22)
Доведення. Зафiксуємо довiльну функцiю x ∈ Lr∞,∞(R), що задовольняє умови
‖ x(r)‖L∞(R) ≤ Br, ||| x|||p ≤ B0 (23)
i оберемо λ > 0 так, щоб
B0 = Br ||| ϕλ,r|||p. (24)
Тодi з (23) i (24) маємо
||| x|||p ≤ Br ||| ϕλ,r|||p , (25)
а з нерiвностi (25) за допомогою теореми 2 отримаємо
L(x(i))q ≤ BrL(ϕλ,r−i)q . (26)
Нехай f(t) := x(i)(t), r1 := r − i. Ясно, що f ∈ Lr1∞,∞(R), з (23) i (26) маємо
‖ f (r1)‖L∞(R) ≤ Br, L(f)q ≤ BrL(ϕλ,r−i)q := A .
Отже, λ задовольняє умову
A = BrL(ϕλ,r−i)q , (27)
для функцiї f виконуються всi умови теореми 1 з роботи [4], а побудована функцiя
ϕ[α,β],r(t), для якої λ вибрана iз умови (24), збiгається з функцiєю ϕ[α,β],r(t),
побудованою в [4], для якої λ вибрана iз умови (27). Тому, застосовуючи теорему
1 (якщо p = 1) з роботи [4] до функцiї f , отримаємо (22). Теорему доведено.
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За умови, що Φ(t) = tq отримаємо такий наслiдок.
Наслiдок 2. Нехай r, i ∈ N, i < r, B0 > 0, Br > 0, p > 0, Φ ∈ W . Тодi для
довiльного скiнченного вiдрiзка [α, β] ⊂ R
sup
x∈Lr∞,∞(R)

βˆ
α
|x(i)(t)|q dt : ‖ x(r)‖L∞(R) ≤ Br, ||| x|||p ≤ B0
 =
βˆ
α
(∣∣ϕ[α,β],r−i(t)∣∣) dt .
Якщо в теоремi 3 вибрати Φ(t) =
√
1 + t2, i = 1, отримаємо розв’язок задачi
про характеризацiю функцiї x ∈ Lr∞,∞(R) з фiксованою величиною ||| x|||p i
нормою ‖x(r)‖∞, графiк якої на заданому вiдрiзку [a, b] має найбiльшу довжину.
Аналогiчну задачу для тригонометричних полiномiв, постановка якої належить
Ердешу [5], було розв’язано в роботi [3].
Наслiдок 3. Нехай r ∈ N, B, p, h > 0, λ > 0. Тодi для будь-якого скiнченного
вiдрiзка [a, b] ⊂ R серед всiх функцiй x ∈ Lr∞,∞(R), якi задовольняють умови
||| x|||p ≤ B ||| ϕλ,r|||p , ‖ x(r)‖L∞(R) ≤ B,
найбiльшу довжину дуги на вiдрiзку [a, b] має графiк функцiї
ϕ[α,β], r(t) = Bϕλ,r(t+ τ +
pi
2λ
), де τ взято з умови (21) .
Теорема 4. Нехай r, i ∈ N, i < r, p > 0, q ≥ 1, x ∈ Lr∞,∞(R), Φ ∈ W . Тодi
для будь-якого скiнченного вiдрiзка [α, β] ⊂ R такого, що x(i)(α) = x(i)(β) = 0,
виконується нерiвнiсть
1
β − α
βˆ
α
Φ
(|x(i)(t)|) dt ≤ 1
pi
piˆ
0
Φ
(
|ϕr−i(t)|
( ||| x|||p
||| ϕr|||p
) r−i
r+1/p
‖ x(r)‖
i+1/p
r+1/p
L∞(R)
)
dt . (28)
Цю теорему доводять аналогiчно до теореми 3 з [4].
За умови, що Φ(t) = tq, отримаємо наступну теорему.
Теорема 5. Нехай r, i ∈ N, i < r, p > 0, q ≥ 1, а функцiя x ∈ Lr∞,∞(R) i
скiнченний вiдрiзок [αβ] такi, що x(i)(α) = x(i)(β) = 0. Тодi має мiсце нерiвнiсть
1
β − α
βˆ
α
|x(i)(t)|q dt ≤ 1
pi
piˆ
0
|ϕr−i(t)|q dt
( ||| x|||p
||| ϕr|||p
) r−i
r+1/p
q
‖ x(r)‖
i+1/p
r+1/p
q
L∞(R) . (29)
Нерiвнiсть обертається на рiвнiсть для функцiй виду x(t) = aϕλ,r(t + b), де
a, b ∈ R, λ > 0.
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Для h > 0, r ∈ N через σh,r позначимо множину полiномiальних сплайнiв s ∈
L∞(R) порядку r, дефекту 1 з вузлами в точках jh, j ∈ Z. Таким чином, s(x) на
кожному з вiдрiзкiв [jh, (j + 1)h] є алгебричним многочленом порядку, не вищого
за r .
Наведена далi лема є посиленням нерiвностi Магарил-Iлляєва [6].
Лема 1. Нехай r ∈ N, p > 0, h > 0. Тодi для будь-якого сплайна s ∈ σh,r має
мiсце нерiвнiсть
‖ s(r)‖L∞(R) ≤
(pi
h
)r ||| s|||∞
‖ϕr‖∞ . (30)
Доведення леми аналогiчне до доведення нерiвностi Магарил-Iлляєва. При
цьому застосовують посилення нерiвностi Колмогорова з [1].
Лема 2. Нехай r ∈ N, p, h > 0, тодi для будь-якого сплайна s ∈ σh,r має мiсце
нерiвнiсть
‖ s(r)‖L∞(R) ≤
(pi
h
)r+ 1
p ||| s|||p
||| ϕr|||p
, (31)
Твердження леми випливає з оцiнки (30) i нерiвностi теореми 1
||| s|||∞ ≤ ‖ϕr‖∞
( ||| s|||p
||| ϕr|||p
) r
r+1/p
‖ s(r)‖
1/p
r+1/p
L∞(R) .
Введемо позначення
Lp(A,B) :=
{
x ∈ Lr∞,∞(R) : ||| x|||p ≤ A, ‖ x(r)‖L∞(R) ≤ B
}
,
σh,r(B, p) :=
{
s(·+ τ) : s ∈ σh,r , ||| s|||p ≤ B ||| ϕpi
h
,r|||p , τ ∈ R
}
.
Теорема 6. Нехай r ∈ N, i = 1, 2, . . . , r−1, A, p, h > 0. Якщо для скiнченного
вiдрiзка [α, β] ⊂ R число Θ ∈ (0, h
2
)
обрано так, що β−α = mh+ 2Θ, m = [β−α
h
]
,
число τ задовольняє умову
| ϕpi
h
,r(α + Θ + τ)| = | ϕpi
h
,r(β −Θ + τ)| = ‖ ϕpi
h
,r‖∞, а τi := h
4
(
1 + (−1)i+1
)
,
то
sup

βˆ
α
Φ
(|s(i)(t)|) dt : s ∈ σh,r(B, p)
 =
βˆ
α
Φ
(
A|ϕpi
h
,r−i(t+ τ + τi)|
)
dt. (32)
Доведення. Зафiксуємо довiльний сплайн s ∈ σh,r(B, p). З означення σh,r i леми
1 випливає, що s ∈ Lr∞,∞(R). Покладемо, A = B ||| ϕλ,r|||p , де λ = pih . Покажемо,
що σh,r(B, p) ⊂ Lp(A,B). Дiйсно, якщо s ∈ σh,r(B, p), то за означенням σh,r(B, p)
маємо ||| s|||p ≤ B ||| ϕλ,r|||p. Тодi, застосовуючи (31), отримуємо
‖ s(r)‖L∞(R) ≤
(pi
h
)r+ 1
p B ||| ϕλ,r|||p
||| ϕr|||p
= B
(pi
h
)r+ 1
p
(pi
h
)−r− 1
p ||| ϕr|||p
||| ϕr|||p
= B.
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Отже, ||| s|||p ≤ A i ‖ s(r)‖L∞(R) ≤ B, тобто s ∈ Lp(A,B). Тепер теорема 6
випливає з теореми 3.
Для Φ(t) = tq матимемо такi наслiдки
Наслiдок 4. За умов теореми 6 виконується рiвнiсть
sup

βˆ
α
(|s(i)(t)|q) dt : s ∈ σh,r(B, p)
 =
βˆ
α
(|Aϕpi
h
,r−i(t+ τ + τi)|q
)
dt.
Наслiдок 5. За умов теореми 6 виконується рiвнiсть
sup
{‖ s(i)‖Lq [α,β] : s ∈ σh,r(B, p)} = A(pih)−(r−i)− 1q ‖ ϕr−i(t+ τ + τi)‖Lq [α,β].
Для Φ(t) =
√
1 + t2, i = 1 отримаємо розв’язок задачi про характеризацiю
сплайна s ∈ σh,r з фiксованою величиною ||| s|||p , графiк якого на заданому
вiдрiзку [a, b] має найбiльшу довжину. Аналогiчну задачу для сплайнiв s ∈ σh,r
з фiксованою величиною ‖s‖∞ роз’язано в [7].
Наслiдок 6. Нехай r ∈ N, B, p, h > 0. Тодi для будь-якого скiнченного
вiдрiзка [a, b] ⊂ R серед всiх зсувiв сплайнiв s ∈ σh,r, якi задовольняють умову
||| s|||p ≤ B ||| ϕpi
h
,r|||p ,
найбiльшу довжину дуги на вiдрiзку [a, b] має графiк сплайна
ϕ(t) = Bϕpi
h
,r
(
t+ τ +
h
2
)
,
де τ таке ж, як у теоремi 6.
Теорема 7. Нехай r ∈ N, i = 1, 2, . . . , r − 1, p, h > 0, Φ ∈ W . Якщо сплайн
s ∈ σh,r i вiдрiзок [α, β] ⊂ R такi, що виконується умова s(i)(α) = s(i)(β) = 0, то
1
β − α
βˆ
α
Φ
(|s(i)(t)|) dt ≤ 1
pi
piˆ
0
Φ
((pi
h
)i+ 1
p ||| s|||p
||| ϕr|||p
|ϕr−i(t)|
)
dt , (33)
1
β − α
βˆ
α
|s(i)(t)|qdt ≤ 1
pi
piˆ
0
|ϕr−i(t)|q dt
[(pi
h
)i+ 1
p ||| s|||p
||| ϕr|||p
]q
. (34)
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Доведення. Зафiксуємо довiльний сплайн s ∈ σh,r i вiдрiзок [α, β], якi
задовольняють умови теореми. З означення σh,r i леми 1 випливає, що s ∈
Lr∞,∞(R). Тому за теоремою 4 для сплайна s виконується нерiвнiсть
1
β − α
βˆ
α
Φ
(|s(i)(t)|) dt ≤ 1
pi
piˆ
0
Φ
(
|ϕr−i(t)|
( ||| s|||p
||| ϕr|||p
) r−i
r+1/p
‖ s(r)‖
i+1/p
r+1/p
L∞(R)
)
dt .
Оцiнюючи далi ‖ s(r)‖L∞(R) за допомогою леми 2, отримуємо нерiвнiсть (33).
Поклавши в нiй Φ(t) = tq, отримаємо нерiвнiсть (34). Теорему доведено.
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